Abiturprifung 2007

MATHEMATIK

als Leistungskursfach

Arbeitszeit: 240 Minuten

Der Fachausschuss wahlt je eine Aufgabe aus den Gebieten
LM1, LM2 und LM3 zur Bearbeitung aus.
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LM1. INFINITESIMALRECHNUNG
.

X —X

1. Gegeben ist die Funktion f : x Hi mit der Definitionsmenge

eX+e”
D¢ = IR. Der Graph von f wird mit G; bezeichnet.
a) Untersuchen Sie f auf Nullstellen. Bestimmen Sie das Symmetrie-
verhalten von G und zeigen Sie, dass die Geraden mit den
Gleichungen y=-1und y =1 Asymptoten von Gy sind.

b) Zeigen Sie, dass f streng monoton zunehmend ist. Berechnen Sie f (1)
sowie f'(0) und skizzieren Sie G¢ unter Verwendung aller bisherigen
Ergebnisse in ein Koordinatensystem.

c) Geben Sie den Term einer Stammfunktion von f an.

d) f besitzt eine Umkehrfunktion f 1. Geben Sie die Definitionsmenge
von f 1 an und bestimmen Sie fiir f einen Funktionsterm.
(Hinweis: Erweitern Sie den Term von f mit e*.)

[mégliches Teilergebnis: f~(x) :%m“_x]
- X

. Die Fallgeschwindigkeit eines Fallschirmspringers vor Offnen des

Schirms wird in guter Naherung beschrieben durch den Term
0.2t _ 02t

v(t) =50 (0,2t) =50- mit t>0.
e0,2t +e—0,2t

Dabei ist t die Maldzahl der Fallzeit in Sekunden, v(t) die MalRzahl der
Fallgeschwindigkeit in % und f die Funktion aus Aufgabe 1.

a) Berechnen Sie lim v(t) und deuten Sie das Ergebnis im genannten
t—owo

Anwendungsbezug.

b) Berechnen Sie auf eine Dezimale gerundet die Zeit, nach der der
Springer eine Geschwindigkeit von 49% erreicht hat.
(Die Absprunghdohe wird als gentigend grofR vorausgesetzt.)

c) Die MalRzahl der in der Zeit 11,5 s durchfallenen Strecke (in m) ist
11,5
gegeben durch jv(t)dt. Berechnen Sie dieses Integral.
0

(Fortsetzung néchste Seite)
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3. Gegeben ist eine auf IR definierte Funktion h, deren Funktionsgleichung

in der Form y = h(x) :M geschrieben werden kann. g ist hierbei eine
X

Funktion, die mit ihrer zweiten Ableitung tbereinstimmt, d. h. es gilt
g"(x)=g(x) firalle x € IR . Die Funktion f aus Aufgabe 1 ist ein

Beispiel fir eine derartige Funktion h.
a) Zeigen Sie, dass fur alle x € IR gilt: h'(x) =1—[h(x)]2.
b) Folgern Sie aus der Gleichung von Teilaufgabe 3a:

Verlauft der Graph von h im Streifen —1<y <1, dann steigt er dort

streng monoton.
Begrinden Sie kurz, dass der Graph von h die Gerade y =1 nicht

uberqueren kann.
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1. Gegeben ist die Funktion f : X % mit dem maximalen Definitions-

Inx
bereich Dy = IR™ \{1}. Der Graph von f wird mit G bezeichnet.

a) Untersuchen Sie das Verhalten von f an den Randern des Definitions-
bereichs.

... Inx :
(Hinweis: lim —— =0 darf ohne Beweis verwendet werden.)
X—o X

b) Bestimmen Sie das Monotonieverhalten von f sowie Art und Lage des
Extrempunktes E von Gs .

Inx -1
(Inx)?

Cc) Zeigen Sie, dass G5 einen Wendepunkt W besitzt, und berechnen Sie
dessen Koordinaten.

[Zur Kontrolle: f'(x) =

]

d) Berechnen Sie lim f'(x) und skizzieren Sie G¢ unter Verwendung
X—0+

der bisherigen Ergebnisse in ein Koordinatensystem.

2 x
e) Zeigen Sie: [———dx=co.
1 X1

2
Was folgt fur jf(x)dx ? Begrinden Sie Ihre Antwort. Dabei dirfen Sie
1

ohne Nachweis verwenden, dass fur x >1 gilt: Inx <x —1.
(Fortsetzung néchste Seite)
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2. Ein kreiszylindrischer Becher, der zum Teil mit Wasser gefillt ist, rotiert

mit konstanter Rotationsgeschwindigkeit um seine Symmetrieachse. Die
Oberflache der Flissigkeit ist eine Drehflache, die durch Rotation einer
Parabel entsteht. Die Symmetrieachse der Parabel fallt dabei mit der
Symmetrieachse des Bechers zusammen.
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| | IS
_______ v __X] v | 4 _____Xlvv
Ol Ol
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—> —>
R R
Abb. 1 Abb. 2

Das Koordinatensystem ist so gewahlt, dass die zu Abb. 1 gehtrende
Parabel die Gleichung y =-H-x? besitzt.
R

a) Betrachten Sie zun&chst Abb. 1 und zeigen Sie mit Hilfe einer
geeigneten Integration, dass folgende Aussage gilt: Das Volumen des
Wassers ist im Bereich 0 <y <H halb so gro3 wie das Volumen eines

Kreiszylinders mit Hohe H und Grundkreisradius R.

b) Die Rotationsgeschwindigkeit wird nun verringert. Die Wasserober-
flache nimmt dabei die in Abb. 2 dargestellte Form an.
Zeigen Sie unter Verwendung der Aussage aus Teilaufgabe 2a, dass der
obere Rand des Wassers so weit absinkt, wie der Scheitel ansteigt, dass
also gilt: t=s.
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LM2. WAHRSCHEINLICHKEITSRECHNUNG/STATISTIK
1.

1. In einer Gemeinschaftspraxis von Augenarzten ergab eine mehrjahrige
Auswertung der Patientenkartei, dass im Durchschnitt jeder 15. Patient an
Grauem Star leidet.

a) Im Laufe eines Vormittags rufen unabhéngig voneinander 15 Personen
an und bitten um einen Termin. Mit welcher Wahrscheinlichkeit hat
genau eine dieser Personen Grauen Star?

b) Wie viele Personen miissen unabhangig voneinander um einen Termin
bitten, damit mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 90 % mindes-
tens einer darunter ist, der an Grauem Star leidet?

2. Der Pharmakonzern Medicash forscht nach einem neuen Medikament. Es
stehen 6 verschiedene Wirkstoffe zur Auswahl. Im Labor werden Test-
substanzen aus mindestens zwei Wirkstoffen gemischt, wobei von jedem
beteiligten Wirkstoff jeweils genau ein Milligramm enthalten sein soll.
Wie viele verschiedene Wirkstoffkombinationen sind méglich?

3. Ein Labor entwickelt einen neuen Impfstoff und testet ihn in einem
Tierversuch mit 900 Mé&usen. Mit dem Impfstoff werden nur dann
klinische Studien durchgefuihrt, wenn sich dabei in weniger als 2 % der
Falle unerwiinschte Nebenwirkungen zeigen. Bestimmen Sie fiir die
Nullhypothese Hy :p>2 % die Entscheidungsregel fur den Test mit

900 Mausen auf dem Signifikanzniveau von 1 %. Verwenden Sie die
Normalverteilung als N&herung.

4. Ein Anteil p €]0;1] von Patienten leidet an der Infektion durch den M-

Virus. Der Nachweis dieser Krankheit durch einen Bluttest ist nicht
zuverléssig. Falls jemand vom M-Virus befallen ist, dann diagnostiziert
der Bluttest dies nur mit einer Wahrscheinlichkeit von 90 %. Falls jemand
nicht infiziert ist, dann diagnostiziert der Bluttest in 5 % aller Félle trotz-
dem eine M-Virusinfektion. Zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeit, dass
eine Person tatsachlich infiziert ist, falls der Bluttest dies diagnostiziert,
90p
85p+5
Fur welche Werte von p ist diese Wahrscheinlichkeit gréRRer als 90 %7?

(Fortsetzung néchste Seite)

betragt.
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5. In einer Spezialklinik hélt sich jeder Patient (unabhé&ngig von anderen

Patienten) mindestens 3 Tage, hochstens aber 5 Tage auf. Die Verwaltung
legt fur die Aufenthaltsdauer X eines Patienten in Tagen folgende
Wahrscheinlichkeitsverteilung zugrunde:

K 3 4 5
P(X=K) | 60 % | 10 % | 30 %

Jeder Patient zahlt fir die Aufnahme 110 € Verwaltungsgebiihr und 450 €
pro Aufenthaltstag.

a) Bestimmen Sie den Erwartungswert und die Standardabweichung der
Zufallsgrofie Y: Einnahmen pro Patient (in €).

[Ergebnis: E(Y)=1775; oy =405]

b) Die Klinik benétigt jahrlich mindestens 4,4 Millionen Euro Einnah-
men. Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird bei einer jahrlichen
Belegung von 2500 Patienten mindestens dieser Betrag erreicht? Nach
dem zentralen Grenzwertsatz kann die Normalverteilung zugrunde
gelegt werden.

. Bei einer Bernoulli-Kette der Lange n >1 und der Trefferwahrscheinlich-

keit p ist die Wahrscheinlichkeit fiir genau 2 Treffer maximal, wenn
u=p-n=2 gilt (Nachweis nicht erforderlich).

a) Zeigen Sie, dass fur diese maximale Wahrscheinlichkeit in Abhangig-
keit von n gilt:

P(n) =(2-2)a-2)"2.
b) Gegen welchen Grenzwert strebt P(n) flir n — o ?

(Hinweis: Der Grenzwert lim (1+%)V =eX fiir ke IR darf ohne
V—>00

Nachweis benutzt werden.)
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V.

1. Im Raum, in dem die Abiturprifungen fur die Leistungskurse eines

Gymnasiums abgehalten werden, befinden sich 20 Platze, die in 5 Reihen
zu je 4 Platzen angeordnet sind. In jeder Reihe ist ein Fensterplatz.

a) Zeigen Sie, dass es ca. 800 Millionen Mdglichkeiten gibt, die 9
Teilnehmer des Physik-Leistungskurses auf die 20 Platze zu verteilen,
wenn 2 der 5 Reihen frei bleiben sollen.

b) Wie viele Moglichkeiten gibt es, die 12 Teilnehmer des Mathematik-
Leistungskurses auf die 20 Platze zu verteilen, wenn die 5 Fenster-
pléatze besetzt sein sollen?

. Nach dem schriftlichen Abitur trifft sich der Mathematik-Leistungskurs in

der Eisdiele ,,La dolce vita“. Der Pachter Roberto ist gerade ungehalten,
weil er in einem Karton 4 zerbrochene Eiswaffeln entdeckt hat. Roberto
bekommt seine Eiswaffeln in Kartons zu je 48 Stiick. Er berichtet, dass er
schon von der letzten Lieferung aus 50 Kartons insgesamt 72 Waffeln
wegwerfen musste, weil sie zerbrochen waren.

Die Kollegiaten geraten ins Fachsimpeln. Im Folgenden wird angenom-
men, dass im Mittel der Anteil an zerbrochenen Waffeln genau dem aus
der letzten Lieferung von 2400 Waffeln entspricht und dass die zerbro-
chenen Waffeln zuféllig verteilt sind.

a) Wie groR ist dann die Wahrscheinlichkeit dafir, dass in einem Karton
genau 4 Waffeln zerbrochen sind?

[Ergebnis: 4,13 %]

b) Wie viele Kartons muss man mindestens 6ffnen, um mit einer
Wahrscheinlichkeit von mehr als 90 % wenigstens in einem Karton
genau 4 zerbrochene Waffeln vorzufinden?

c) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit dafir, dass die Anzahl der zerbro-
chenen Waffeln in einer Lieferung von 50 Kartons um héchstens 12
vom Erwartungswert abweicht? Schéatzen Sie diese Wahrscheinlichkeit
mit der Ungleichung von Tschebyschow ab.

Die Kollegiaten bieten Roberto an, die Vermutung zu testen, dass der
Anteil an zerbrochenen Waffeln angestiegen ist. Dazu sollen 8 Kartons
aus der neuen Lieferung zufallig ausgewéhlt und untersucht werden,

d) Bestimmen Sie mit Hilfe der Normalverteilung auf dem Signifikanz-
niveau von 5 % die Entscheidungsregel fir den Test der Nullhypothese
Ho :p <3 %, dass also der Anteil p der zerbrochenen Waffeln

gegentber der letzten Lieferung nicht gestiegen ist.
(Fortsetzung néchste Seite)
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3. Nach der Durchfiihrung des Tests spendiert Roberto jedem der 12

Kollegiaten eine Riesenkugel Eis, wobei jeder zwischen den
Geschmacksrichtungen Erdbeere, Vanille und Schokolade wahlen kann.

a) Roberto notiert nur, wie oft jede Sorte gewinscht wird. Wie viele
Madoglichkeiten gibt es dafir?

b) Die Kollegiaten wahlen achtmal Schokolade und je zweimal Erdbeere
und Vanille. Roberto hat sich nicht gemerkt, wer welche Sorte bestellt
hat, und gibt jedem rein zuféllig eine Eiswaffel mit einer Riesenkugel
in die Hand. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt jeder das
gewunschte Eis, ohne dass anschlielend getauscht werden muss?

. Roberto hat sich ein Rabattsystem fiir seine Stammkunden ausgedacht,

bei dem die HOhe des Rabatts durch gleichzeitiges Werfen von zwei
gleichen Laplace-Wiirfeln bestimmt wird, von denen jeder 4 gelbe und 2
rote Seitenflachen hat. Von den gelben Flachen tragen jeweils drei die
Aufschrift 10 % und eine 15 %. Die beiden roten Flachen sind jeweils mit
15 % und mit 50 % beschriftet.

Man bekommt genau dann einen Rabatt, wenn beide Wirfel die gleiche
Farbe zeigen. Die Hohe des Rabatts ist das Maximum der beiden gewor-
fenen Prozentzahlen.

a) Wie groR ist die Wahrscheinlichkeit daftir, dass ein Stammkunde nach
dem Werfen der beiden Wiirfel einen Rabatt bekommt?

b) Wie viel Prozent Rabatt rdumt Roberto seinen Stammkunden nach
diesem Verfahren im Mittel ein?
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LM3. ANALYTISCHE GEOMETRIE
V.

1. Gegeben ist in einem kartesischen Koordinatensystem des IR® die Ebenen-

schar E 1 kxq + k2x2 +2X3 — k? =0 mit ke IR als Scharparameter.

a) Ermitteln Sie, fir welche Werte von k die Ebene E den Punkt
P(1]|2]|-3) und zugleich den Punkt Q(0|1|0) enthalt.

b) Die beiden Ebenen E, und E_3 schneiden sich in einer Geraden g.

Ermitteln Sie eine Gleichung von g in Parameterform und den
Schnittwinkel der beiden Ebenen auf eine Dezimale gerundet.

1 1
[mdgliches Teilergebnis: g: X :{ 2 } + 7{ 1 j LelR]
-3 -3
c) Mit e(k) werde der Betrag des Abstands der Ebene E, vom
k2
VkZ+k*+4

Koordinatenursprung bezeichnet. Zeigen Sie, dass e(k) =

und dass e(k) <1 ist.
d) Es gibt zwei Scharebenen, deren Schnittwinkel mit der x3-Achse 30°
betragt. Ermitteln Sie die zugehtrigen Werte von k.

e) Untersuchen Sie, ob die Gerade g aus Teilaufgabe 1b senkrecht auf
einer Ebene der Schar E steht.

. Nun ist weiter die Kugel K mit dem Mittelpunkt M(1|2|3) und dem

Radius r =6 gegeben. Die Scharebene E_; schneidet die Kugel K in
einem Kreis kg mit dem Mittelpunkt N und dem Radius r;.

a) Berechnen Sie die Koordinaten von N und den Radius ry.
[Ergebnis: N(2|1]1); r, =~/30]

b) Zeigen Sie, dass der Punkt R(3]|6|-1) auf dem Schnittkreis k; liegt,

und stellen Sie eine Gleichung der Tangentialebene T auf, die die
Kugel K im Punkt R berhrt.

[mOgliches Teilergebnis: T: X; +2X, —2X3-17 =0]
c) Die Ebene E_; und die Tangentialebenen an die Kugel K in allen

Punkten des Schnittkreises k¢ begrenzen einen geraden Kreiskegel.
Berechnen Sie das Volumen dieses Kegels.

d) Zeigen Sie, dass der Punkt U(3|-2|-1) auf der Kugel K und
innerhalb des Kreiskegels liegt.
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VI.
In einem kartesischen Koordinatensystem des IR*ist die Ebenenschar

~ (O 1 0
E; :x:[t]+k[— Z]HEZ] mit A, T IR und te IR gegeben.
0 0 1

1. a) Bestimmen Sie eine Gleichung von E; in Normalenform. Begrunden
Sie, dass alle Ebenen der Schar zueinander parallel sind.
[mOgliches Teilergebnis: E 12Xy + X, —2X3 —t=0]
b) Berechnen Sie den Winkel ¢, unter dem jede Ebene der Schar E; die
X1X, -Ebene schneidet, auf eine Dezimale gerundet.

c) Die Ebene L enthalt die x,-Achse und ist Lotebene zur Ebene E;.

Ermitteln Sie eine Gleichung von L in Normalenform und geben Sie
eine Gleichung der Schnittgeraden s; von L und E; in Parameter-

form an. [mdgliches Teilergebnis: L:X; + X3 =0]
2. Die Ebene E; schneidet die x;-Achse im Punkt A;, die x,-Achse im

Punkt B; und die x3-Achse im Punkt C;. Diese Punkte und der
Ursprung O sind fur t =0 die Ecken einer Pyramide IT;.

a) Berechnen Sie die Koordinaten der Punkte A;, B; und
C; und zeichnen Sie in einem Koordinatensystem (vgl.
Skizze) fur t =-8 die Pyramide IT_g ein.

[Teilergebnis: At(%|0|0); B.(0|t]0); Ct(OIOI—%)] X

X2

b) Zeigen Sie, dass die Pyramide IT; den Oberflacheninhalt t2 besitzt,
und ermitteln Sie das Volumen V;von IT; in Abhdngigkeit von t.

c) Die Ebene F:2x, =t liegt parallel zu einer Seitenflache und zerlegt
[T, in zwei Teilkorper. Berechnen Sie das Verhaltnis ihrer Volumina.

d) Zeigen Sie, dass die Kugel K mit dem Mittelpunkt Ny (3 | §|—) und

dem Radius py :% die Inkugel der Pyramide I1; ist, also alle
Begrenzungsflachen von IT; von innen berthrt.

e) Die Ecken der Pyramide I1; liegen auf einer Kugel (Umkugel) mit
dem Mittelpunkt M(my|m,|m3) und dem Radiusr.
Begriinden Sie ohne weitere Rechnung, dass gilt: m, :%.

Geben Sie m; sowie m3 an und berechnen Sie .



