Gegeben ist die Funktionsschar fa(x) = 
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a) Ermitteln Sie die Definitionsmenge und die Gleichungen aller  Asymptoten der Funktionsschar fa(x)!

b) Zeigen Sie: Jede Scharkurve hat eine Stelle xo für die gilt: f’(xo) = f’’(xo) = 0. Interpretieren Sie diese Eigenschaft!  

c) Weisen Sie nach, dass jede Scharkurve ein lokales Extremum besitzt. Bestimmen Sie die Art des Extremums in Abhängigkeit von a! Geben Sie die Ortskurve der lokalen Extrempunkte der Kurvenschar an!

d) Skizzieren Sie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem den Graphen der Funktion für a = 1. Zeichnen Sie die Asymptoten in die Darstellung ein!

e) An jede Scharkurve wird an der Stelle 
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 die Tangente gelegt. Stellen Sie die Gleichung der Tangentenschar auf! Wie liegen die Tangenten der Schar im Koordinatensystem? Zeichnen Sie die Tangente für a = 1 in Ihr Koordinatensystem ein!

f) Berechnen Sie den Inhalt der Fläche, den die Funktion f1 mit der x-Achse im Intervall [(4 / 0] einschließt! Die Funktion f1 und ihre schiefe Asymptote schließen zwischen dem Tiefpunkt und der Geraden x = u (u >3) eine Fläche ein. Bestimmen Sie den Inhalt A(u) sowie 
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 Interpretieren Sie das Ergebnis!
Lösungen: 

a) Definitionsmenge: x ( lR \ {a}.

Asymptoten: 

senkrechte Asymptote: fa(x) =
[image: image4.wmf])
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.  Für x = a gilt v(x) = 0 und u(x) ≠ 0. Also hat fa(x) dort einen Pol. Die Gleichung der senkrechten Asymptote ist x = a. Der Zählergrad ist um 1 größer als der Nennergrad, also hat fa(x) eine schiefe Asymptote. Asymptotengleichung: Durch Polynomdivision erhält man fa(x) = 
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  (*)
. Die Gleichung der 

schiefen Asymptote ist y = 
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b)
fa’(x) = 
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und 
fa’’(x) = 
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. Die gesuchte Stelle xo = 0. 

Interpretation: fa(x) hat wegen f’a(0) =0 eine waagerechte Tangente an xo = 0 . Da f’’a(0) = 0 gilt, vermute ich an der Stelle xo = 0 einen Sattelpunkt. Ein Sattelpunkt ist ein Wendepunkt mit waagerechter Tangente, dort ändert sich das Montonieverhalten der Funktion nicht. Dies kann man nachweisen, wenn man f’a(x) in einer kleinen Umgebung der Stelle xo = 0 untersucht. Für x < 0 ist  f’a(x) positiv ( Zähler und Nenner sind negativ) und für x > 0 ist 
f’a(x) ebenfalls positiv (Zähler und Nenner bleiben negativ). Es gibt keinen Vorzeichenwechsel von f’a(x), also hat fa(x) an xo = 0 einen Sattelpunkt. 
c)
lokales Extremum: notwendige Bedingung  fa’(x)=0 und fa’’(x)≠0.

xE = 3a 

f’a(3a) = 
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Für a< 0 hat die Funktionsschar ein lokales Maximum. 
Für a>0 hat die Funktionsschar ein lokales Minimum. 
E(3a / 
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d)

e)
Tangentengleichung:  
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Steigung der Tangenten: f’a(
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  Gleichung der Tangente: y = 
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y = 
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. Da die Steigung der Tangenten unabhängig vom Parameter a ist, liegen alle Tangenten parallel. 
f) Flächenberechnung: Ermittlung der Stammfunktion für a = 1 durch eine geeignete Integrationsmethode. Man benutzt den Term (*) als Integranden. 

f1x) = 
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Die Fläche hat rund 1,343 Flächeneinheiten.

Uneigentliches Integral: Differenzfunktion zwischen f1x) = 
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 und ihrer schiefen Asymptote y = 
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ist d(x) = 
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Für A(u) erhält man: =
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Interpretation: Der Graph der Funktion f1 und seine schiefe Asymptote schließen im Intervall [3; ∞ ( ein nach rechts offenes Flächenstück ein. Diese Fläche hat keinen endlichen Inhalt. 
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